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О ВОССТАНОВЛЕНИИ ФУНКЦИИ ВОЛНОВОЙ АБЕРРАЦИИ 
ПО ЕЕ ЗНАЧЕНИЯМ ИЛИ ЗНАЧЕНИЯМ ПОПЕРЕЧНЫХ 

АБЕРРАЦИЙ 

Б. И. ЛЕВИТ, А. Г. РАММ, С. А. РОДИОНОВ  

Даны формулы для аппроксимации волновых аберраций на круге и 
кольце с помощью интерполяционных полиномов Лагранжа 
специального вида. Приведены оценки погрешности. 

При расчете оптических систем или при их экспериментальном 
исследовании обычно определяют значения волновой аберрации в 
отдельных точках зрачка. Часто вместо волновой аберрации получают 
значения поперечных аберраций, которые пропорциональны производным 
волновой аберрации по координатам на зрачке. Введением канонических 
координат [1] в большинстве случаев зрачок трансформируется в 
единичный круг или (при наличии центрального экранирования) в кольцо. 
На этом круге существует волновая аберрация ),( ϕω r . 

Будем считать функцию ),( ϕω r  дважды непрерывно дифференцируемой 
по своим аргументам в области 10 ≤≤ r , x20 ≤≤ϕ . Аппроксимирующее 
выражение ищем в виде  
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Обозначим )(),( rr ss ωϕω = , ns 2,...,1,0= .  Заменим )(rsω  
интерполяционным полиномом Лагранжа с узлами в корнях полинома 
Чебышева, отнесенного к отрезку  ]1,0[ ,

)(,)( rsNs Lr ≅ω , 
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где N – степень полинома Лагранжа. Тогда 
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Учитывая, что )(),( , jsNsj rLr =ϕω , Nj ≤≤1 , где  – узлы 
интерполяционного полинома Лагранжа, отметим, что формула (5) 
позволяет строить аппроксимирующее выражение для функции 

jr

),( ϕω r  по 
известным значениям этой функции в точках , jr sϕ , ns 20 ≤≤ , Nj ≤≤1 ; 
всего используется Nn )12( +  точек. 

Оценим погрешности аппроксимации. Очевидно, 
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Функция ),( ϕω rn  с коэффициентами (2)-(4) представима в виде 
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Окончательно формулу (5) можно записать в виде 
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Пусть ),(, ϕrQ Nn  – полином наилучшего приближения функции ),( ϕω r , 
10 ≤≤ r , πϕ 20 ≤≤ , полиномами вида 
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Оценим погрешность формулы (7): 
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)(, ωNnE – наилучшее приближение функции ),( ϕω r  полиномами вида (8). 
Для оценки второго слагаемого в правой части (7’) представим ),(, ϕrQ Nn  

в виде 
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(это всегда можно сделать и притом единственным образом). Тогда 
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Известно ([2], стр. 41), что 
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Существование непрерывных вторых производных функции ),( ϕω r  по 
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В том случае, если нужно аппроксимировать ),( ϕω r  на кольце 
11 ≤≤≤ rα , πϕ 20 ≤≤ , можно воспользоваться формулой (5), отнеся 

полиномы  к промежутку ]  с помощью линейной замены переменной sNL , 1;[a
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Пусть нужно аппроксимировать функцию ),( ϕω r  при 1≤≤ rα , 

πϕ 20 ≤≤ , причем известны значения 
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На дискретном множестве точек из этой области построим 

аппроксимирующее выражение (5) для 
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Очевидно, что  
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Окончательно из (9) и (10) получаем: 
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Таким образом, формула (11) определяет ),( ϕω r  с точностью до 
произвольной постоянной ),( 0 ϕω r . Интегрирование в (11) производится 
аналитически. Погрешность аппроксимации функции ),( ϕω r  по формуле 
(11) имеет тот же порядок, что и погрешность аппроксимации функции 

r
r
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Для оценки эффективности данного метода аппроксимации был 
проведен численный эксперимент. В качестве исследуемых функций были 
взяты функции вида 
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 α=0,2; 0,3; 0,4; . 122 ≤+ γβесли .0≥I  10  ≤= cconstc
,(Функция )ϕrf  моделирует местную ошибку («бугор») относительным 

радиусом α на фоне общей волновой аберрации. 
Для этих функций при 14=n , 6=N  погрешность аппроксимации по 

формуле (11) для , 4,0=a 1,0=β , 9,0=γ  не превышала 2% в тех точках, где 
0),( =ϕrf , и 4%–в тех точках, где 0),( ≠ϕrf  (наилучший случай). Для 2,0=a , 

5,0=β , погрешность не превышала 10 и 20% соответственно (наихудший 
случай). Ухудшение качества аппроксимации в последнем случае 

объясняется большой величиной градиента функции 
r
rf
∂

∂ ),( ϕ . 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Hopkins И. Н. The Canoniral Coordinates in Geometrical and Diffraction Imaging 

Theory. – Jap Journal of Appl. Phys., 4, Sup.pl, 1965. 
2. Турецкий A. X. Теория интерполирования в задачах Минск, «Высшая школа», 

1968. 

Изв. вузов. Приборостроение. - 1977 - Т.? - №? - с.116-120 


